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A theory of low-energy electron dif fraction (LEED) amplitudes is developed for a model in 
which the crystal surface is represented by a step-function termination of the bulk crystal potential 
("bare-substrate" mode l ) . The crystal is considered to be centro-symmetric and it is assumed that 
either the crystal has a two-fold axis of rotation normal to the surface or the primay beam is 
normally incident on the surface. The origin of coordinates is taken to lie at a center of symmetry 
of the substrate crystal. The dif fraction amplitude is considered as a function of complex electron 
energy. For a real potential it is shown to have the fo l lowing properties : 

1. The imaginary part of the amplitude vanishes at each branch point of the amplitude funct ion ; 
2. There are certain segments of the real-energy axis, called " inact ive" segments, throughout 

which the imaginary part of the amplitude vanishes approximately. 
The theoretical results are illustrated by a numerical example. It is suggested that the di f frac-

tion amplitude can be represented by a simple expression that has the correct functional form 
and that satisfies the appropriate dispersion relation. One such expression is proposed and discussed 
in comparison with exact computational results. 

1 . I n t r o d u c t i o n 

I n a r e c e n t p a p e r , GERSTEN a n d M C R A E ( G M ) 1 

t r e a t e d s o m e g e n e r a l p r o p e r t i e s o f l o w - e n e r g y 
e l e c t r o n d i f f r a c t i o n ( L E E D ) a m p l i t u d e s . T h e r e s u l t s 
o f G M r e f e r t o a t w o - d i m e n s i o n a l l y p e r i o d i c m o d e l 
c r y s t a l c o n s i s t i n g o f a t h r e e - d i m e n s i o n a l l y p e r i o d i c 
s u b s t r a t e a n d a s e l v e d g e ( s u r f a c e r e g i o n ) t h a t i s 
t w o - d i m e n s i o n a l l y p e r i o d i c b u t o f o t h e r w i s e a r b i -
t r a r y s t r u c t u r e . I n t h e p r e s e n t p a p e r w e g i v e 
a d d i t i o n a l r e s u l t s f o r a < ; b a r e " s u b s t r a t e — i . e . a 
m o d e l i n w h i c h t h e s u b s t r a t e - v a c u u m i n t e r f a c e i s 
r e p r e s e n t e d b y a p o t e n t i a l s t e p i n a p l a n e p a r a l l e l 
t o t h e s u r f a c e . T h e b a r e - s u b s t r a t e m o d e l c o n s i d e r e d 
h e r e a p p r o x i m a t e l y r e p r e s e n t s t h e c a s e o f a n 
a t o m i c a l l y - c l e a n a n d u n r e c o n s t r u c t e d c r y s t a l s u r -
f a c e 2 . T h e u l t i m a t e o b j e c t i v e o f t h i s k i n d o f s t u d y 
i s t o d e v e l o p m e t h o d s o f d e t e r m i n i n g d i f f r a c t i o n 
a m p l i t u d e s t h a t m a k e m a x i m u m u s e o f e x p e r i -
m e n t a l d a t a a n d t h a t d o n o t d e p e n d h e a v i l y o n t h e 
d e t a i l s o f a n y p a r t i c u l a r m o d e l o r m e t h o d o f t r e a t -
m e n t . W e e x p e c t t h a t s u c h m e t h o d s w i l l p l a y a n 
i m p o r t a n t p a r t i n t h e d e t e r m i n a t i o n o f c r y s t a l 
s u r f a c e s t r u c t u r e b y L E E D . 

T h e p a p e r b y G M 1 d e a l s w i t h t h e f o r m o f t h e 
d i f f r a c t i o n a m p l i t u d e , c o n s i d e r e d a s a f u n c t i o n o f 
t h e e l e c t r o n e n e r g y . A s p o i n t e d o u t b y G M , f o r a 
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r e a l p o t e n t i a l t h e s i n g u l a r i t i e s o f t h e a m p l i t u d e 
f u n c t i o n c o m p r i s e a s e q u e n c e o f b r a n c h p o i n t s o n 
t h e r e a l - e n e r g y a x i s a n d p o l e s c o r r e s p o n d i n g t o 
s u r f a c e s t a t e s . T h e b r a n c h p o i n t s a r e t h e t h r e s h o l d s 
o f d i f f r a c t e d b e a m s ( v a c u u m t h r e s h o l d b r a n c h 
p o i n t s ) a n d t h e e x t r e m i t i e s o f t h e b a n d g a p s t a k e n 
a l o n g t h e a p p r o p r i a t e o n e - d i m e n s i o n a l s e c t i o n 
t h r o u g h t h e s u b s t r a t e b a n d s t r u c t u r e ( c r y s t a l 
b r a n c h p o i n t s ) . O n t h e b a s i s o f t h e s e c o n s i d e r a -
t i o n s , G M d e r i v e d t h e e n e r g y d i s p e r s i o n r e l a t i o n 
s a t i s f i e d b y d i f f r a c t i o n a m p l i t u d e s f o r a r e a l 
p o t e n t i a l . A s i d e f r o m p o l e t e r m s d u e t o s u r f a c e 
s t a t e s , t h e d i s p e r s i o n r e l a t i o n i s a n i n t e g r a l e x -
p r e s s i o n f o r t h e d i f f r a c t i o n a m p l i t u d e s ( o r f o r 
s p e c i f i c c o m b i n a t i o n s o f a m p l i t u d e s ) i n t e r m s o f 
t h e i r i m a g i n a r y p a r t s o n l y . O n e a s p e c t o f t h e 
d i s p e r s i o n r e l a t i o n t h a t i s o f p a r t i c u l a r i m p o r t a n c e 
f o r L E E D i s t h a t i t p r o v i d e s t h e l i n k b e t w e e n 
a m p l i t u d e s f o r r e a l p o t e n t i a l s a n d t h o s e f o r 
o p t i c a l p o t e n t i a l s i n w h i c h t h e e f f e c t o f i n e l a s t i c 
s c a t t e r i n g i s r e p r e s e n t e d b y a s p a t i a l l y - c o n s t a n t 
i m a g i n a r y t e r m ( " u n i f o r m - a b s o r p t i o n " m o d e l ) . 

W i t h a v i e w t o u s i n g t h e d i s p e r s i o n r e l a t i o n t o 
a n a l y s e L E E D d a t a , i t i s o f i n t e r e s t t o e x a m i n e t h e 
p a r t i c u l a r p r o p e r t i e s o f t h e i m a g i n a r y p a r t o f t h e 
a m p l i t u d e c o n s i d e r e d a s a f u n c t i o n o f e l e c t r o n 
e n e r g y . T h e m o t i v a t i o n f o r t h i s k i n d o f s t u d y m a y 
b e e x p l a i n e d w i t h r e f e r e n c e t o t h e t w o - b e a m c a s e . 
T h i s i s e q u i v a l e n t t o a o n e - d i m e n s i o n a l d i f f r a c t i o n 
p r o b l e m . I n t h e t w o - b e a m c a s e , o n e c a n w r i t e 

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift 
für Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the 
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs 
3.0 Germany License.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal 
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is 
to allow reuse in the area of future scientific usage.

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift für Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Förderung der
Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veröffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der 
Creative Commons Lizenzbedingung „Keine Bearbeitung“) beabsichtigt, 
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukünftiger wissenschaftlicher 
Nutzungsformen zu ermöglichen.



d o w n a n e x a c t e x p r e s s i o n f o r t h e d i f f r a c t i o n 

a m p l i t u d e i n t e r m s o f t h e a m p l i t u d e r e f l e c t i o n a n d 

t r a n s m i s s i o n c o e f f i c i e n t s o f a s i n g l e a t o m l a y e r o t 

t h e c r y s t a l 3 . T h e m o d e l , t h e a r r a n g e m e n t o f 

b r a n c h p o i n t s a n d t h e f o r m o f t h e a m p l i t u d e a n d 

i n t e n s i t y f o r a r e a l m o d e l p o t e n t i a l a r e s k e t c h e d 

i n F i g . 1. T h e i n d i c a t e d f o r m o f t h e a m p l i t u d e 

a p p l i e s f o r a " n a t u r a l " c h o i c e o f o r i g i n o f c o o r d i -

n a t e s i n t h e p l a n e o n e - h a l f o f o n e l a y e r s p a c i n g 

a b o v e t h e t o p m o s t a t o m l a y e r , a s i n d i c a t e d i n 

F i g u r e 1 ( a ) . T h e i m p o r t a n t p r o p e r t y o f t h e 

a m p l i t u d e i s t h a t t h e i m a g i n a r y p a r t v a n i s h e s a t 

e a c h b r a n c h p o i n t a n d i s z e r o t h r o u g h o u t e a c h 

s e g m e n t o f t h e r e a l - e n e r g y a x i s c o r r e s p o n d i n g t o 

" a l l o w e d " r e g i o n s o f t h e b a n d s t r u c t u r e . N o w i f 

w e w e r e g i v e n o n l y t h e s e p r o p e r t i e s o f t h e a m p l i t u d e 

t o g e t h e r w i t h t h e i n t e n s i t y , w e c o u l d f o r m a 

c o m p l e t e a n d m o d e r a t e l y a c c u r a t e p i c t u r e o f t h e 

a m p l i t u d e b y r e p r e s e n t i n g t h e i m a g i n a r y p a r t 

w i t h a s e q u e n c e o f l o o p s e n c l o s i n g t h e a p p r o p r i a t e 

a r e a s , a n d t h e n u s i n g t h e d i s p e r s i o n r e l a t i o n t o 

g e n e r a t e t h e r e a l p a r t . T h e s a m e p r o c e d u r e c o u l d 

b e u s e d f o r u n i f o r m - a b s o r p t i o n m o d e l s p r o v i d e d 

t h a t t h e a b s o r p t i v e t e r m o f t h e p o t e n t i a l w e r e 

k n o w n . 

I t i s e v i d e n t f r o m t h e e x a m p l e t h a t i n t h e t w o -

b e a m c a s e o n e c a n d e t e r m i n e t h e a m p l i t u d e f r o m 

k n o w l e d g e o f t h e i n t e n s i t y , a n d w i t h o u t c a l c u l a -

t i o n s i n v o l v i n g t h e s c a t t e r i n g p o t e n t i a l o f t h e 

c r y s t a l . T h i s i s p o s s i b l e b e c a u s e o f s p e c i a l p r o p e r t i e s 

o f t w o - b e a m a m p l i t u d e s t h a t a r e i n d e p e n d e n t o f 

t h e d e t a i l s o f t h e p o t e n t i a l , n a m e l y t h a t t h e 

i m a g i n a r y p a r t v a n i s h e s a t e a c h b r a n c h p o i n t a n d 

i s z e r o t h r o u g h o u t a l t e r n a t e s e g m e n t s b e t w e e n 

n e i g h b o r i n g b r a n c h p o i n t s . I t i s n a t u r a l t o a s k 

w h e t h e r s i m i l a r p r o p e r t i e s a p p l y a l s o i n t h e 

m a n y - b e a m c a s e . I n t h i s p a p e r w e s h o w t h a t 

s i m d a r p r o p e r t i e s d o i n f a c t a p p l y i n t h e m a n y -

b e a m c a s e p r o v i d e d c e r t a i n e l e m e n t s o f s y m m e t r y 

a r e p r e s e n t , a n d w e d e m o n s t r a t e b y a c o m p u t a -

t i o n a l e x a m p l e h o w t h e s e p r o p e r t i e s m i g h t b e u s e d 

t o find a u s e f u l r e p r e s e n t a t i o n o f t h e d i f f r a c t i o n 

a m p l i t u d e . 

O u r r a s u l t s a p p l y t o a b a r e - s u b s t r a t e m o d e l 

h a v i n g t h e f o l l o w i n g e l e m e n t s o f s y m m e t r y : t h e 

s u b s t r a t e m u s t b e c e n t r o - s y m m e t r i c a n d i t i s 

r e q u i r e d t h a t e i t h e r t h e r e b e a t w o - f o l d s y m m e t r y 

a x i s n o r m a l t o t h e s u r f a c e o r t h a t t h e p r i m a r y 

b e a m b e n o r m a l l y - i n c i d e n t o n t h e s u r f a c e . T h e 

m a i n r e s u l t i s t h a t f o r a " n a t u r a l " c h o i c e o f o r i g i n 

l o c a t e d a t a c e n t e r o f s y m m e t r y o f t h e s u b s t r a t e , 

t h e i m a g i n a r y p a r t o f t h e a m p l i t u d e v a n i s h e s a t 

e a c h b r a n c h p o i n t . T h i s i s a d i r e c t e x t e n s i o n o f t h e 

t w o - b e a m r e s u l t . W e a l s o s h o w t h a t u n d e r c e r t a i n 

c o n d i t i o n s t h e i m a g i n a r y p a r t o f t h e a m p l i t u d e c a n 

b e e x p e c t e d t o h a v e v e r y s m a l l v a l u e s a l o n g a n 

e n t i r e s e g m e n t o f t h e r e a l - e n e r g y a x i s b e t w e e n 

t w o n e i g h b o r i n g b r a n c h p o i n t s . I n a p p l i c a t i o n s o f 

t h e d i s p e r s i o n r e l a t i o n , t h e i n t e g r a l a l o n g a s e g m e n t 

i n w h i c h t h i s c o n d i t i o n a p p l i e s m a k e s o n l y a 

v e r y s m a l l c o n t r i b u t i o n t o t h e a m p l i t u d e ; w e 

r e f e r t o s u c h s e g m e n t s a s " i n a c t i v e " s e g m e n t s . T h e 

e x i s t e n c e o f i n a c t i v e s e g m e n t s is t h e m a n y - b e a m 

e x t e n s i o n o f t h e t w o - b e a m r e s u l t t h a t t h e i m a g i n a r y 

p a r t o f t h e a m p l i t u d e v a n i s h e s i n a l t e r n a t e s e g -

m e n t s . T h e a b o v e r e s u l t s a r e d e r i v e d i n S e c . 2 . 

I n S e c . 3 , t h e r e s u l t s a r e i l l u s t r a t e d b y a n u m e r i c a l 

e x a m p l e . S e c t i o n 4 d e a l s w i t h t h e r e p r e s e n t a t i o n 

o f d i f f r a c t i o n a m p l i t u d e s d y a s i m p l e e x p r e s s i o n . 

2. Theory 

2.1. Notation 

T h e n o t a t i o n s u s e d h e r e a r e as d e f i n e d b y G M 1 , 

b u t s o m e s i m p l i f i c a t i o n s a r e p o s s i b l e b e c a u s e o f t h e 

e x t r a s y m m e t r y s p e c i f i e d i n S e c t i o n 1. 

T h e p o s i t i v e Z - d i r e c t i o n i s t h e d i r e c t i o n o f t h e 

i n w a r d s u r f a c e n o r m a l . 

E — E' + iE": e l e c t r o n e n e r g y ( h e r e a n d e l s e -

w h e r e i n t h i s p a p e r , ( ' ) a n d ( " ) d e n o t e r e a l a n d 

i m a g i n a r y p a r t s , r e s p e c t i v e l y ) . 

= (ÜLj| -+- 2nGh z\zKz): p r o p a g a t i o n v e c t o r s 

o f i n g o i n g ( - f ) a n d o u t g o i n g ( — ) p l a n e w a v e s in 

v a c u u m . T h e p r o j e c t i o n s o n t h e s u r f a c e a n d o n t h e 

i n w a r d s u r f a c e n o r m a l a r e i n d i c a t e d . G\\ i s a v e c t o r 

o f t h e r e c i p r o c a l n e t o f t h e s u r f a c e . T h e r e i s o n e 

p a i r o f p l a n e w a v e s f o r e a c h v a l u e o f G\\. K;j i s t h e 

s u r f a c e p r o j e c t i o n o f t h e p r o p a g a t i o n v e c t o r s f o r 

t h e p a i r o f p l a n e w a v e s c o r r e s p o n d i n g t o G\\ = 0 . 

T h r o u g h o u t t h i s p a p e r K<\ s t a n d s f o r a fixed p a i r 

o f p a r a m e t e r s . I n G M , t h e r e a r e g i v e n s o m e 

r e l a t i o n s b e t w e e n q u a n t i t i e s c o r r e s p o n d i n g t o 

K\\ a n d — K |, r e s p e c t i v e l y , b u t i n t h e p r e s e n t 

p a p e r t h e d e p e n d e n c e o n t h e s i g n o f K\\ i s t r i v i a l 

b e c a u s e o f t h e s y m m e t r y s p e c i f i e d i n S e c . 1 ; t h e r e -

f o r e , i t i s n o w h e r e n e c e s s a r y t o i n d i c a t e f u n c t i o n a l 

d e p e n d e n c e o n K\\. 

k± = (K\| - f - 2tiG\\, kf1): p r o p a g a t i o n v e c t o r s o f 

p h y s i c a l ( + ) a n d u n p h y s i c a l ( — ) B l o c h w a v e s i n 

t h e s u b s t r a t e . 



y)±{E, R) = K-1'2 e x p (iK± • R): p l a n e w a v e s 
i n v a c u u m . F o r s y m m e t r i c a l s i t u a t i o n s — e . g . 
n o r m a l i n c i d e n c e — t h e t o t a l l y - s y m m e t r i c c o m b i n a -
t i o n o f p l a n e w a v e s is u n d e r s t o o d . 

cp±(E, R): p h y s i c a l ( + ) a n d u n p h y s i c a l ( — ) 

t o t a l l y - s y m m e t r i c B l o c h w a v e s . 

a ± , a = : c o e f f i c i e n t v e c t o r s f o r i n g o i n g ( + ) 

a n d o u t g o i n g ( — ) p l a n e w a v e s . I t i s s p e c i f i e d t h a t 
c o r r e s p o n d i n g e l e m e n t s o f a + a n d a - a r e c o e f f i c i e n t s 
o f t h e p l a n e w a v e s w i t h p r o p a g a t i o n - v e c t o r c o m -
p o n e n t s + Kz a n d — Kz, r e s p e c t i v e l y . 

Tb+1 
b ± , b = L _ : c o e f f i c i e n t v e c t o r s f o r B l o c h 

w a v e s . I t i s s p e c i f i e d t h a t c o r r e s p o n d i n g e l e m e n t s 
o f b + a n d b~ a r e c o e f f i c i e n t s o f t h e B l o c h w a v e s 
w i t h p r o p a g a t i o n - v e c t o r c o m p o n e n t s a n d k~, 

r e s p e c t i v e l y . 

[M1 M1 11 
a = Mb, M = M m M I V ' m a tr ix . 

a ~ = T a + , T = M m M I _ 1 : d i f f r a c t i o n a m p l i t u d e 
m a t r i x . T h e s u b s c r i p t ( + ) i s a d d e d w h e r e n e c e s s a r y 
t o i n d i c a t e t h e p h y s i c a l b o u n d a r y c o n d i t i o n s a p p l y . 

I n al l o f t h e a b o v e n o t a t i o n s , d e p e n d e n c e o n t h e 
e l e c t r o n e n e r g y E i s i m p l i e d a n d i s i n d i c a t e d 
e x p l i c i t l y w h e r e n e c e s s a r y . 

2.2. Behavior Near Branch Points 

W e c o n s i d e r , d i f f r a c t i o n b y a r e a l p o t e n t i a l 
c o r r e s p o n d i n g t o a b a r e - s u b s t r a t e m o d e l u n d e r t h e 
c o n d i t i o n s s p e c i f i e d i n S e c . 1 : c e n t r o - s y m m e t r i c 
s u b s t r a t e , e i t h e r a t w o - f o l d a x i s n o r m a l t o t h e s u r -
f a c e o r n o r m a l i n c i d e n c e . T h e s e c o n d i t i o n s m e a n 
t h a t t h e B l o c h w a v e - v e c t o r c o m p o n e n t s k f a r e 
r e l a t e d t o e a c h o t h e r a c c o r d i n g t o a n e x p r e s s i o n 
o f t h e f o r m kf = ± & z . C o r r e s p o n d i n g l y , t h e 
t o t a l l y - s y m m e t r i c p h y s i c a l a n d u n p h y s i c a l B l o c h 
w a v e s cp± a r e r e l a t e d t o e a c h o t h e r a c c o r d i n g t o 

<p+(E, R) = (p-(E,-R), (1) 

p r o v i d e d t h a t t h e o r i g i n o f c o o r d i n a t e s i s c h o s e n 
t o b e a c e n t e r o f s y m m e t r y o f t h e s u b s t r a t e c r y s t a l . 
T h i s i s t h e " n a t u r a l " c h o i c e o f o r i g i n , a n d i s 
a d o p t e d t h r o u g h o u t t h i s p a p e r . A f u r t h e r c o n -
s e q u e n c e o f t h e s t a t e d s y m m e t r y c o n d i t i o n s i s t h a t 
t h e s y m m e t r i e s o f t h e m a t c h i n g a n d a m p l i t u d e 
m a t r i c e s o n t h e c o m p l e x - e n e r g y p l a n e , a s g i v e n b y 
. G M 1 , r e d u c e i n t h e p r e s e n t i n s t a n c e t o M(E*) = 

M(E)* and T+(E*) = T+(E)*, where (*) denotes 
t h e c o m p l e x c o n j u g a t e . 

W e w i s h t o e x a m i n e t h e i m a g i n a r y p a r t o f t h e 
p h y s i c a l d i f f r a c t i o n a m p l i t u d e f u n c t i o n T+(E). 

T o d o t h i s w e n e e d t h e f o l l o w i n g p r o p e r t y o f t h e 
m a t c h i n g m a t r i x : 

31 = C M C, (2) 

( 3 ) 

w h e r e 0 a n d I a r e r e s p e c t i v e l y n u l l a n d u n i t 
m a t r i c e s . 

E q . ( 2 ) a p p l i e s u n d e r t h e s t a t e d s y m m e t r y 
c o n d i t i o n s , p r o v i d e d t h a t t h e m a t c h i n g p l a n e 
t e r m i n a t i n g t h e c r y s t a l i s t a k e n t o p a s s t h r o u g h 
a c e n t e r o f s y m m e t r y o f t h e s u b s t r a t e w i t h o u t 
c u t t i n g t h r o u g h a n y a t o m s . E q . ( 2 ) f o l l o w s f r o m 
E q . ( 1 ) ; i f w e c o n s i d e r t h e p l a n e - w a v e d e c o m p o s i -
t i o n o f t h e c o r r e s p o n d i n g p h y s i c a l a n d u n p h y s i c a l 
B l o c h w a v e s cp± o n t h e m a t c h i n g p l a n e , w e s e e t h a t 
t h e B l o c h w a v e cp~ h a s t h e s a m e d e c o m p o s i t i o n a s 
d o e s cp+ w i t h t h e c o r r e s p o n d i n g p l a n e w a v e s rp+ 

a n d xp~ i n t e r c h a n g e d . 

L e t u s n o w c o n s i d e r p a r t i c u l a r l y t h e b e h a v i o r 
o f t h e a m p l i t u d e n e a r t h e b r a n c h p o i n t s . F i r s t w e 
show that the imaginary part of the amplitude 
vanishes at each branch point. A t a crystal branch 
p o i n t , f o r i n s t a n c e , t h e r e i s a p h y s i c a l B l o c h w a v e 
cp+ t h a t i s i d e n t i c a l t o t h e c o r r e s p o n d i n g u n -
p h y s i c a l o n e cp~. A t t h e b r a n c h p o i n t t h e w a v e 
field o u t s i d e t h e c r y s t a l i s n o t a f f e c t e d b y i n t e r -
c h a n g i n g t h e c o r r e s p o n d i n g p h y s i c a l a n d u n -
p h y s i c a l B l o c h w a v e s , s o t h e r e a r e t w o c o l u m n s o f 
t h e m a t c h i n g m a t r i x t h a t a r e p r o p o r t i o n a l t o e a c h 
o t h e r . T h u s a t t h e c r y s t a l b r a n c h p o i n t EB w e h a v e 

d e t M (EB) = 0 . ( 4 ) 

N o w l e t u s w r i t e t h e m a t c h i n g e q u a t i o n i n t h e f o r m 

b = M - 1 a (5) 

o r e q u i v a l e n t l y 
( d e t M) b = 31 a , (6) 

w h e r e M i s t h e m a t r i x f o r m e d f r o m M b y r e p l a c i n g 
e a c h e l e m e n t b y i t s c o f a c t o r a n d t r a n s p o s i n g . I n 
o r d e r t h a t t h e B l o c h c o e f f i c i e n t v e c t o r b b e f i n i t e 
a t t h e b r a n c h p o i n t , w e h a v e i n v i e w o f E q . ( 4 ) : 

M ( E B ) a ( E B ) = 0 . ( 7 ) 

T h e f o r m o f M (E) m a y b e f o u n d w i t h t h e a i d o f a n 
i d e n t i t y g i v e n W A T T S 4 . T h e r e s u l t is 
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w i t h 

A ( d e t 31) ( M 1 - M n 3 I 1 1 M 1 1 ) " 1 . 

I f w e p u t E q . ( 8 ) i n t o E q . ( 7 ) a n d t h e n u s e t h e 

d e f i n i t i o n o f t h e d i f f r a c t i o n a m p l i t u d e m a t r i x T(E), 

w e g e t 

T ( ^ B ) = T ( ^ B ) - 1 . ( 9 ) 

T h i s i s a r e l a t i o n t h a t c a n b e s a t i s f i e d o n l y b y a 

r e a l m a t r i x . A c t u a l l y , t i m e - r e v e r s a l s y m m e t r y 

c o m b i n e d w i t h t h e e x t r a e l e m e n t s o f s y m m e t r y 

s p e c i f i e d i n t h i s p a p e r i m p l i e s t h a t T (E) i s s y m -

m e t r i c , s o T ( i ? B ) i s o r t h o g o n a l . 

T h e s a m e a r g u m e n t g o e s t h r o u g h i n t h e c a s e o f 

a v a c u u m t h r e s h o l d b r a n c h p o i n t EB e x c e p t t h a t 

i n t h i s c a s e t h e r e l a t i o n a n a l o g o u s t o E q . ( 4 ) i s 

d e t 31 [ E B ) ~ 1 = 0 . ( 1 0 ) 

T h e r e s u l t i s a g a i n t h a t T(EB) i s r e a l . 

W e n o w c o n s i d e r t h e b e h a v i o r o f t h e a m p l i t u d e 

a r o u n d t h e b r a n c h p o i n t s . T h i s i s g i v e n g e n e r a 11 v 

b y 
T(E) = T(EB) + x(E-EB)1'2. (11) 

A s T(EB) i s r e a l a s s h o w n a b o v e a n d EB i s r e a l , 

i t f o l l o w s t h a t t h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t r m u s t b e 

e i t h e r r e a l o r i m a g i n a r y . 

T o f i n d o u t w h e t h e r x i s r e a l o r i m a g i n a r y i n a n y 

p a r t i c u l a r c a s e , w e c o n s i d e r t h e e x p a n s i o n o f 

e i t h e r o f t h e f u n c t i o n s KZ(E) o r kz(E) a b o u t o n e 

o f i t s b r a n c h p o i n t s . F o r e x a m p l e , f o r e n e r g i e s E 

i n t h e v i c i n i t y o f t h e b r a n c h p o i n t EB o f kz(E) 

(a c r y s t a l b r a n c h p o i n t ) w e c a n w r i t e 

= B)m[h(E)-kz(EB)]. (12) 

W e c o n s i d e r e n e r g i e s o n a n y s h e e t ( i n c l u d i n g t h e 

p h y s i c a l s h e e t ) o n w h i c h t h e i m a g i n a r y p a r t o f t h e 

e x p r e s s i o n i n b r a c k e t s i s p o s i t i v e . I f t h e s e c o n d 

d e r i v a t i v e o f t h e e n e r g y a t t h e b r a n c h p o i n t i n 

E q . ( 1 2 ) i s p o s i t i v e , t h e n t h e i m a g i n a r y p a r t o f 

(E — EB)1'2 i s p o s i t i v e s i n c e I m kz > 0 a p p l i e s , 

s o w e h a v e (E* - EB)1'2 = - [(E - EB)1'2]*. 

W e r e f e r t o b r a n c h p o i n t s n e a r w h i c h t h i s r e l a t i o n 

i s s a t i s f i e d a s " p o s i t i v e " b r a n c h p o i n t s m e a n i n g 

t h a t t h e s e c o n d d e r i v a t i v e o f t h e e n e r g y i n E q . ( 1 2 ) 

i s p o s i t i v e ; i n G M 1 a n d i n t h i s p a p e r , p o s i t i v e 

b r a n c h p o i n t s a r e s h o w n d i a g r a m m a t i c a l l y w i t h t h e 

c u t e x t e n d i n g t o h i g h e r e n e r g i e s . O n t h e o t h e r h a n d , 

i f t h e s e c o n d d e r i v a t i v e i n E q . ( 1 2 ) i s n e g a t i v e 

( " n e g a t i v e " b r a n c h p o i n t s , c u t e x t e n d i n g t o l o w e r 

e n e r g i e s ) t h e r e a l p a r t o f (E — EB)1'2 i s n e g a t i v e 

s o w e h a v e {E* - EB)1'2 = [(E - EB)1'2]*. S i m i l a r 

r e m a r k s a p p l y t o t h e f u n c t i o n KZ(E), a l t h o u g h i n 

t h i s c a s e a l l o f t h e b r a n c h p o i n t s a r e p o s i t i v e o n e s . 

L e t u s n o w c o n s i d e r t h e a m p l i t u d e s f o r e n e r g i e s E 

a n d E* i n t h e v i c i n i t y o f a b r a n c h p o i n t a s s k e t c h e d 

i n F i g . 2 . T h e b r a n c h p o i n t l a b e l l e d 2 i n F i g . 2 i s 

a p o s i t i v e b r a n c h p o i n t l y i n g o n a n a l r e a d y - c u t 

p o r t i o n o f t h e r e a l a x i s . I f w e e n c i r c l e t h e b r a n c h 

p o i n t f o l l o w i n g t h e p a t h i n d i c a t e d i n F i g . 2 , s t a r t -

i n g o n t h e p h y s i c a l s h e e t , w e w i l l p a s s o n t o a n 

u n p h y s i c a l s h e e t u p o n c r o s s i n g t h e c u t . C o m b i n i n g 

E q . ( 1 1 ) w i t h t h e r e l a t i o n T + ( # * ) = T+{E)*, w e 

g e t x =t= — x* so x m u s t b e r e a l . A s i m i l a r a r g u m e n t 

f o r t h e b r a n c h p o i n t l a b e l l e d 3 i n F i g . 2 — a n e g a -

t i v e b r a n c h p o i n t o n a n a l r e a d y - c u t p o r t i o n o f t h e 

r e a l a x i s — s h o w s t h a t f o r t h i s c a s e t h e e x p a n s i o n 

c o e f f i c i e n t i s i m a g i n a r y . T h e c a s e s r e p r e s e n t e d b y 

p o i n t s 2 a n d 3 i n F i g . 2 , w h e r e t h e b r a n c h p o i n t s 

l i e o n c u t p o r t i o n s o f t h e r e a l a x i s , a r e t h e o n e s 

m o s t o f t e n e n c o u n t e r e d i n p r a c t i c e , a n d f o r t h e s e 

w e h a v e t h a t f o r p o s i t i v e ( n e g a t i v e ) b r a n c h p o i n t s 

t h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t r i s r e a l ( i m a g i n a r y ) . T h e 

e x c e p t i o n a l c a s e , r e p r e s e n t e d b y t h e b r a n c h p o i n t 

l a b e l l e d 1 i n F i g . 2 , i s t h a t o f a b r a n c h p o i n t o n a n 

u n c u t p o r t i o n o f t h e r e a l a x i s . T h i s c o u l d b e e . g . a 

v a c u u m t h r e s h o l d b r a n c h p o i n t . I n t h i s c a s e a 

d i s c u s s i o n l i k e t h e o n e g i v e n a b o v e f o r b r a n c h 

p o i n t 2 l e a d s t o t h e r e s u l t t h a t f o r a p o s i t i v e 

( n e g a t i v e ) b r a n c h p o i n t o n a n u n c u t p o r t i o n o f t h e 

r e a l a x i s , t h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t x i s i m a g i n a r y 

( r e a l ) . 

2.3. Inactive Segments 

W e p r o p o s e h e r e t h a t t h e r e a r e s o m e s e g m e n t s o f 

t h e r e a l - e n e r g y a x i s t h a t a r e i n a c t i v e i n t h e s e n s e 

t h a t t h e i m a g i n a r y p a r t o f t h e a m p l i t u d e i s v e r y 

s m a l l a l o n g t h e e n t i r e s e g m e n t . T h i s p r o p o s a l i s 

b a s e d o n t h e r e s u l t t h a t i n e a c h s e g m e n t t h e 

i m a g i n a r y p a r t o f t h e a m p l i t u d e v a n i s h e s i n a 

p a r t i c u l a r a p p r o x i m a t i o n r e l a t i n g t o t h e m a t c h i n g 

o f p l a n e w a v e s a n d B l o c h w a v e s . 

T o g i v e a p r e c i s e s t a t e m e n t o f o u r r e s u l t , s o m e 

p r e l i m i n a r y s t a t e m e n t s a n d d e f i n i t i o n s a r e n e e d e d . 

R e f e r r i n g t o t h e c o m p l e x - e n e r g y p l a n e , w e w i s h 

t o d e a l w i t h t h e b e h a v i o r o f t h e i m a g i n a r y p a r t o f 

t h e a m p l i t u d e a l o n g t h e u p p e r e d g e o f t h e c u t 

r u n n i n g a l o n g t h e r e a l a x i s . T h u s E a n d E* a r e t o 

b e i n t e r p r e t e d a s l i m i t s a s E - > + 0 o f E' -+- IS a n d 



E' — is, r e s p e c t i v e l y . S u p p o s e t h a t t h e w a v e field 
i n v a c u u m is r e p r e s e n t e d as t h e s u p e r p o s i t i o n o f 
2 n p l a n e w a v e s ( n i n g o i n g a n d n o u t g o i n g ) a n d t h e 
w a v e field i n t h e s u b s t r a t e as t h e s u p e r p o s i t i o n o f 
2 n B l o c h w a v e s ( n p h y s i c a l a n d n u n p h y s i c a l ) . W e 
d e f i n e p r o p a g a t i n g a n d n o n p r o p a g a t i n g ( i . e . , 
e v a n e s c e n t ) w a v e s as f o l l o w s . A p l a n e w a v e is 
j :>ropagat ing ( n o n p r o p a g a t i n g ) i f i t s p r o p a g a t i o n 
v e c t o r s a t i s f i e s 

KZ{E*) = —KZ(E) [KZ(E*) =KZ(E)]; 

a s i m i l a r d e f i n i t i o n a p p l i e s t o B l o c h w a v e s . T h e 
n u m b e r o f p r o p a g a t i n g i n g o i n g p l a n e w a v e s is d e -
n o t e d b y nA (ÄA ^ n) a n d t h e n u m b e r o f p r o p a -
g a t i n g p h y s i c a l B l o c h w a v e s b y Wb ( ^ b ^ n). I n t h i s 
p a p e r e a c h p r o p a g a t i n g i n g o i n g p l a n e w a v e is 
r e p r e s e n t e d d i a g r a m m a t i c a l l y b y a v a c u u m c u t a n d 
e a c h p r o p a g a t i n g p h y s i c a l B l o c h w a v e b y a c r y s -
t a l c u t . T h e o r d e r o f a s e g m e n t is d e f i n e d t o b e t h e 
s m a l l e r o f t h e n u m b e r s nA a n d nB , a n d is d e n o t e d 
b y n<. W e c a n s p e c i f y a p a r t i c u l a r k i n d o f t r u n c a -
t i o n o f t h e 2nx2n m a t c h i n g m a t r i x in t e r m s o f 
2n X 2n p r o j e c t i o n m a t r i c e s d e f i n e d as f o l l o w s . 
L e t A ( n ' ) ( n ' ^ » A ) d e n o t e a p r o j e c t i o n m a t r i x 
t h a t , m u l t i p l i e d i n t o a , p i c k s o u t t h e c o e f f i c i e n t s 
o f n' i n g o i n g p r o p a g a t i n g w a v e s a n d t h e c o e f f i c i e n t s 
o f t h e c o r r e s p o n d i n g n' o u t g o i n g p r o p a g a t i n g 
w a v e s a n d r e p l a c e s t h e o t h e r c o e f f i c i e n t s b y z e r o . 
S i m i l a r l y , l e t B ( w ' ) ( n ' t ib) d e n o t e a p r o j e c t i o n 
m a t r i x t h a t p i c k s o u t t h e c o e f f i c i e n t s o f n' p h y s i c a l 
p r o p a g a t i n g B l o c h w a v e s a n d o f t h e c o r r e s p o n d i n g 
n' u n p h y s i c a l p r o p a g a t i n g B l o c h w a v e s f r o m b. W e 
a r e i n t e r e s t e d i n t h e k i n d o f t r u n c a t i o n o f t h e 
m a t c h i n g m a t r i x M t h a t is o b t a i n e d b y r e p l a c i n g 
i t w i t h A ( n ' ) M B ( ? i ' ) a n d t h e n r e d u c i n g i t s o r d e r 
t o 2n' X 2n' b y d e l e t i n g all n u l l e l e m e n t s . T h e 
a p p r o x i m a t i o n i n v o l v e d i n u s i n g t h i s t r u n c a t e d 
m a t r i x i n p l a c e o f M i n t o c a l c u l a t e t h e a m p l i t u d e 
m a t r i x T m a y b e t e r m e d a n n ' t h - o r d e r m a t c h i n g 
a p p r o x i m a t i o n . 

W e c a n n o w s t a t e o u r r e s u l t i n t e r m s o f t h e 
above definitions: in an n<th-order segment, 
Im T+(E) vanishes in any possible n<th-order 
matching approximation. 

T o d e r i v e t h e a b o v e r e s u l t w e c o m p a r e e x p r e s s i o n s 
f o r t h e w a v e field a t c o n j u g a t e e n e r g i e s E a n d E*, 
r e s p e c t i v e l y j u s t a b o v e a n d j u s t b e l o w t h e c u t . 
T h e w a v e field W in v a c u u m a n d t h e w a v e field & 
i n t h e s u b s t r a t e h a v e t h e e x p a n s i o n s 

W(E, R) = W(E, R) &(E), ( 1 3 ) 

0{E, R) = &{E, R)h{E). (14) 

H e r e , f i s a c o l u m n v e c t o r w h o s e e l e m e n t s a r e 
p l a n e w a v e s , <t> is a c o l u m n v e c t o r w h o s e e l e m e n t s 
a r e B l o c h w a v e s a n d ( ~ ) d e n o t e s t h e m a t r i x 
t r a n s p o s e . N o w t h e e f f e c t o f r e p l a c i n g E b y E* i s 
t o r e p l a c e e a c h i n g o i n g p r o p a g a t i n g p l a n e w a v e 
w i t h t h e c o r r e s p o n d i n g o u t g o i n g o n e a n d e a c h 
p h y s i c a l p r o p a g a t i n g B l o c h w a v e w i t h c o r r e s p o n d -
i n g u n p h y s i c a l o n e . T h u s i n v i e w o f t h e d e f i n i t i o n s 
o f t h e p r o j e c t i o n m a t r i c e s A a n d B a n d o f t h e 
m a t r i x C [ E q . ( 3 ) ] , w e c a n w r i t e 

V(E*, R) = ¥ (E, R) [C A (nA) + I - A (wA)] a ( E * ) , 
( 1 5 ) 

0(E*,R) = R)[(CB(tib) + I — B(nB)] k(E*), 
(16) 

w h e r e I i s h e r e t h e 2nx2n u n i t m a t r i x . T h e 
c o e f f i c i e n t v e c t o r s a r e r e l a t e d t o e a c h o t h e r t h r o u g h 
t h e m a t c h i n g m a t r i x , s o w e h a v e 

[C A (wA) + I — A (wa ) ] a (E*) 

= [C A ( n A ) + I - A ( n A ) ] M (E*) b (E*) ( 1 7 ) 

= M (E) [C B (nB) + I - B ( n B ) ] b (E*). 

T h e m a t r i c e s A , B a n d C h a v e s p e c i a l p r o p e r t i e s 
t h a t f o l l o w f r o m t h e i r d e f i n i t i o n s : 

A 2 = A , B 2 = B , C 2 = I , A C = C A , B C = C B . 

U s i n g t h e s e r e l a t i o n s t o g e t h e r w i t h E q . ( 1 7 ) a n d 
t h e n r e c a l l i n g E q . ( 2 ) , w e g e t 

A (nA) M (E*) B ( n B ) = A (nA) C M (E) C B (nB) 

= A (nA) M (E) B (w B ) • ( 1 8 ) 

T h e e q u a l i t i e s s t i l l a p p l y i f nA a n d nB a r e b o t h 
r e p l a c e d b y n<. T h i s r e s u l t c o m b i n e d w i t h t h e 
r e l a t i o n M ( ^ * ) = M{E)* s h o w s t h a t t h e t r u n c a t e d 
m a t c h i n g m a t r i x is r e a l . T h u s t h e d i f f r a c t i o n 
a m p l i t u d e m a t r i x is r e a l i n t h e w < t h - o r d e r m a t c h i n g 
a p p r o x i m a t i o n . 

F r o m t h e a b o v e d i s c u s s i o n , a g i v e n s e g m e n t o f 
o r d e r n< c a n b e d e s c r i b e d a c c u r a t e l y as b e i n g 
i n a c t i v e t o t h e e x t e n t t h a t t h e n < t h - o r d e r m a t c h i n g 
a p p r o x i m a t i o n h o l d s g o o d . T h e q u e s t i o n is — u n d e r 
w h a t c o n d i t i o n s d o e s t h i s m a t c h i n g a p p r o x i m a t i o n 
a p p l y ? O n e o b v i o u s c i r c u m s t a n c e i n w h i c h i t d o e s 
a p p l y is t h a t in w h i c h t h e 2 w - b e a m c a s e a p p l i e s 
a n d w< = n. I n t h e t w o - b e a m c a s e , f o r e x a m p l e , 
t h e s e g m e n t s a r e a l t e r n a t e l y o f o r d e r 0 ( b a n d g a p s ) 



a n d 1 ( " a l l o w e d " r e g i o n s ) a n d t h e i m a g i n a r y p a r t 
o f t h e a m p l i t u d e v a n i s h e s i d e n t i c a l l y in e a c h 
s e g m e n t o f o r d e r 1 ( F i g . 1) . N o w a 2 n - b e a m 
a p p r o x i m a t i o n s h o u l d b e a g o o d o n e i f i t t a k e s 
i n t o a c c o u n t all p l a n e w a v e s a n d all B l o c h w a v e s 
w h o s e t h r e s h o l d s lie t o t h e l o w - e n e r g y s ide o f t h e 
p a r t i c u l a r e n e r g y r a n g e u n d e r c o n s i d e r a t i o n . T h u s 

Fig. 2. Illustration of a discussion of the amplitude in the 
vicinity of branch points. The branch points are indicated 
by solid vertical bars and the cuts are indicated by hori-

zontal shaded and solid bars. 

' I i d ( a ) 

E-PLANE 

Fig. 1. Sketch of the two-beam model and results, (a) Model. 
Thick lines denote atom layers parallel to the crystal 
surface. The positive Z-direction is the inward surface 
normal. The origin of coordinates 0 lies on the Z = 0 plane 
indicated by the broken line, (b) Arrangement of branch 
points and cuts on the complex-energy plane. Branch 
points are indicated by solid vertical bars. The vacuum 
cut extends from the vacuum level to higher energies and 
is indicated by a shaded horizontal bar. The crystal cut 
extends over "allowed" regions of the band-structure 
section and is indicated by the solid horizontal bar. 
(c) Form of the amplitude function T(E) (E = electron 

energy), (d) Form of the intensity 1(E). 

w e p r o p o s e t h e f o l l o w i n g ru le , t o b e c h e c k e d b y 
c o m p u t a t i o n : l e t N \ d e n o t e t h e n u m b e r o f v a c u u m 
t h r e s h o l d b r a n c h p o i n t s a n d t h e n u m b e r o f 
c rys ta l t h r e s h o l d b r a n c h p o i n t s o n t h e l o w - e n e r g y 
s ide o f t h e c e n t e r o f a p a r t i c u l a r s e g m e n t o f o r d e r 
n<\ t h e n t h e i m a g i n a r y p a r t o f t h e a m p l i t u d e is 
a p p r o x i m a t e l y z e r o t h r o u g h o u t th i s s e g m e n t , 
p r o v i d e d 

NA = NB = n<. ( 19 ) 

3. Numerical Example 

O u r resu l ts m a y b e s u m m a r i z e d a n d i l l u s t r a t e d 
b y a n u m e r i c a l e x a m p l e . F i g u r e 3 s h o w s t h e 
resu l t o f a n o r m a l i n c i d e n c e c o m p u t a t i o n o f t h e 

T+ 0 

- 0 . 5 

I 0.1 -

E(eV) 
Fig. 3. The amplitude (top f a me) and intensity (bottom 
frame) calculated as a function of electron energy for a 
model representing tungsten (001) surface (see the text 
for a full description ot the computation). The diagram 
at the top of the figure shows the arrangement of branch 
points. The vacuum bianch cuts are indicated by shaded 
horizontal bars, the crystal branch cuts by stippled and 
solid horizontal bars. The serial numbers q of the branch 
points and segnv nts, and the orders TJ< of the segments, 

are indicated. 



0 0 a m p l i t u d e f u n c t i o n T+(E) a n d t h e c o r r e s p o n d -
i n g i n t e n s i t y 1(E) f o r a " m u f f i n t i n " m o d e l r e -
p r e s e n t i n g t u n g s t e n ( 0 0 1 ) s u r f a c e . T h e m o d e l a n d 
m e t h o d o f c o m p u t a t i o n a r e a s d e s c r i b e d p r e v i o u s l y 
b y J E N N I N G S a n d M C R A E 5 . I n t h e p r e s e n t c a s e 
t h e s t e p - p o t e n t i a l t e r m i n a t i o n o f t h e c r y s t a l w a s 
a s s i g n e d a h e i g h t o t 1 9 . 7 e V . T h i s i s c o n s i d e r a b l y 
l a r g e r t h a n t h e v a l u e 1 6 . 0 e V t h a t w a s a d o p t e d 
p r e v i o u s l y 5 t o fit t h e o b s e r v e d w o r k f u n c t i o n f o r 
t u n g s t e n ( 0 0 1 ) . T h e h i g h e r v a l u e a d o p t e d h e r e d o e s 
n o t g i v e s u c h g o o d a g r e e m e n t w i t h t h e o b s e r v e d 
p e a k l o c a t i o n s i n t h e i n t e n s i t y c u r v e , b u t a s w i l l 
b e m a d e c l e a r b e l o w i t i s a s u i t a b l e c h o i c e f o r p u r -
p o s e s o f i l l u s t r a t i o n . T h e m a t c h i n g p l a n e w a s a 
s y m m e t r y p l a n e p a r a l l e l t o t h e ( 0 0 1 ) s u r f a c e , a n d 
t h e o r i g i n o f c o o r d i n a t e s w a s t a k e n t o b e a c e n t e r 
o f s y m m e t r y o f t h e s u b s t r a t e . T o b r i n g o u t i n t e r e s t -
i n g d e t a i l s , t h e p r e s e n t c o m p u t a t i o n w a s m a d e a t 
r e l a t i v e l y s m a l l e n e r g y i n t e r v a l s ( 0 . 0 2 r y d , a p p r o x i -
m a t e l y 0 . 3 e V ) . F i g u r e 3 i n c l u d e s a d i a g r a m o f t h e 
a r r a n g e m e n t o f b r a n c h p o i n t s i n t h e e n e r g y r a n g e 
o t t h e c o m p u t a t i o n . T h e c o r r e s p o n d i n g d e t a i l s o f 
t h e b a n d s t r u c t u r e m a y b e f o u n d i n t h e p a p e r 
c i t e d 5 . T h e s e r i a l n u m b e r o f t h e b r a n c h p o i n t s a n d 
s e g m e n t s o f t h e r e a l a x i s a r e i n d i c a t e d a t t h e t o p 
o f F i g u r e 3 . T h e g t h s e g m e n t i s t a k e n t o e x t e n d t o 
t h e h i g h - e n e r g y s i d e o f t h e g t h b r a n c h p o i n t . T h e 
s e g m e n t s a r e m a r k e d o f f a n d l a b e l e d w i t h t h e i r 
r e s p e c t i v e o r d e r s w< (w< is t h e n u m b e r o f p r o p a g a t -
i n g p l a n e w a v e s o r B l o c h w a v e s , w h i c h e v e r i s t h e 
l e s s e r ) . 

T h e c h i e f i e s u l t f r o m S e c . 2 . 2 i s t h a t u n d e r 
c e r t a i n c o n d i t i o n s s a t i s f i e d i n t h e c a s e o f t h e 
p r e s e n t c o m p u t a t i o n , t h e i m a g i n a r y p a r t o f t h e 
a m p l i t u d e v a n i s h e s a t e a c h b r a n c h p o i n t . T h i s 
r e s u l t i s d e f i n i t e l y c o n f i r m e d a n d i l l u s t r a t e d b y t h e 
c o m p u t e d a m p l i t u d e s h o w n i n F i g u r e 3 . F u r t h e r 
d e d u c t i o n s a b o u t t h e a m p l i t u d e ( S e c . 2 . 2 ) a r e 
i l l u s t r a t e d b y t h e finer d e t a i l s o f t h e c o m p u t a t i o n . 
I n t h e v i c i n i t y o f e a c h o f t h e b r a n c h p o i n t s i n t h e 
r a n g e o f c o m p u t a t i o n (q = 8 — 1 3 ) t h e a m p l i t u d e 
a p p e a r s w i t h i n t h e u n c e r t a i n t y s t e m m i n g f r o m t h e 
c o m p u t a t i o n a l i n t e r v a l t o h a v e t h e f o r m i n d i c a t e d 
b y E q . ( 1 1 ) w i t h t h e c o e f f i c i e n t r r e a l o r i m a g i n a r y 
a c c o r d i n g t o o u r c r i t e r i o n o f p o s i t i v e a n d n e g a t i v e 
b r a n c h p o i n t s . T h i s i s s h o w n e s p e c i a l l y c l e a r l y i n t h e 
c a s e o f b r a n c h p o i n t s 1 2 a n d 1 3 , w h i c h a r e r e -
s p e c t i v e l y p o s i t i v e a n d n e g a t i v e o n e s . 

I n S e c . 2 . 3 i t i s p r o p o s e d t h a t t h e r e a r e " i n -

a c t i v e " s e g m e n t s a l o n g w h i c h t h e i m a g i n a r y p a r t 

o f t h e a m p l i t u d e i s v e r y s m a l l , a n d a c r i t e r i o n f o r 
s u c h s e g m e n t s [ E q . (19 )1 i s g i v e n . F i g u r e 3 c o n t a i n s 
o n e s e g m e n t ( s e g m e n t 1 2 ) t o w h i c h t h e d e s i g n a t i o n 
" i n a c t i v e " d e f i n i t e l y a p p l i e s . T h u s t h e c o m p u t a -
t i o n c o n f i r m s t h e e x i s t e n c e o f i n a c t i v e s e g m e n t s . 
H o w e v e r , t h e u s e f u l n e s s o f t h e c r i t e r i o n , E q . ( 1 9 ) , 
i s n o t d e f i n i t e l y c o n f i r m e d . I n t h e c a s e r e p r e s e n t e d 
i n F i g . 3 , e x a m i n a t i o n o f t h e b a n d s t r u c t u r e 5 s h o w s 
t h a t t h e r e a r e t h r e e c r y s t a l t h r e s h o l d b r a n c h p o i n t s 
a n d t w o v a c u u m t h r e s h o l d b r a n c h p o i n t s b e l o w 
2 0 e V . T h e t h r e e c r y s t a l t h r e s h o l d s l i e b e l o w t h e 
e n e r g y r a n g e r e p r e s e n t e d i n F i g u r e 3 . T h e r e i s o n e 
v a c u u m t h r e s h o l d a t t h e v a c u u m l e v e l a n d o n e 
v a c u u m t h r e s h o l d ( b r a n c h p o i n t 1 2 ) i n t h e e n e r g y 
r a n g e o f F i g u r e 3 . T h u s E q . ( 1 9 ) i s n o t s a t i s f i e d f o r 
a n y s e g m e n t s h o w n i n F i g . 3 , a l t h o u g h t h e s e g m e n t 
i d e n t i f i e d a s i n a c t i v e i s t h e o n e i n w h i c h E q . ( 1 9 ) 
i s m o s t n e a r l y s a t i s f i e d ( s e g m e n t 1 2 , N a = 2 , 
N b = 3 , n< — 2 ) . T h e d i s c r e p a n c y m i g h t b e d u e 
t o a p e c u l i a r i t y o f t h e b a n d s t r u c t u r e . T h e B l o c h 
w a v e w i t h a l o w - e n e r g y t h r e s h o l d t h a t w o u l d b e 
m o s t p l a u s i b l y o m i t t e d i n a s e c o n d - o r d e r m a t c h i n g 
a p p r o x i m a t i o n i s a n e v a n e s c e n t B l o c h w a v e 
c o r r e s p o n d i n g t o a b a n d g a p o f e n e r m o u s w i d t h 
e x t e n d i n g u p w a r d s f r o m t h e " f l a t " d - b a n d . T h e 
e n t i r e e n e r g y r a n g e o f c o m p u t a t i o n i n F i g . 3 l i e s 
i n s i d e t h i s b a n d g a p . O n e m a y s p e c u l a t e t h a t 
o m i s s i o n o f s u c h w i d e - g a p e v a n e s c e n t B l o c h w a v e s 
m i g h t n o t h a v e a v e r y i m p o r t a n t e f f e c t i n t h e 
m a t c h i n g a p p r o x i m a t i o n , i n w h i c h c a s e i t w o u l d 
b e m o r e a p p r o p r i a t e t o a s s i g n t o N B t h e v a l u e 2 
r a t h e r t h a n 3 . 

4. Representation of Diffraction Amplitudes 

W e w i s h t o s t u d y t h e p o s s i b i l i t y o f p a r a m e t e r i z -
i n g t h e d i f f r a c t i o n a m p l i t u d e w i t h a s i m p l e e x -
p r e s s i o n o f t h e c o r r e c t f u n c t i o n a l f o r m . T h e s a l i e n t 
p r o p e r t y o f t h e d i f f r a c t i o n a m p l i t u d e f o r t h e b a r e -
s u b s t r a t e m o d e l t r e a t e d h e r e i s t h a t t h e i m a g i n a r y 
p a r t o f t h e a m p l i t u d e v a n i s h e s a t e a c h b r a n c h 
p o i n t . I t s h o u l d b e p o s s i b l e t o fit t h e d i f f r a c t i o n 
a m p l i t u d e f u n c t i o n w i t h a n y o n e o f a v a r i e t y o f 
e x p r e s s i o n s t h a t h a v e t h i s p r o p e r t y a n d a t t h e s a m e 
t i m e s a t i s f y t h e d i s p e r s i o n r e l a t i o n 1 . W e h e r e 
e x a m i n e o n e p o s s i b l e e x p r e s s i o n i n w h i c h t h e 
i m a g i n a r y p a r t o f t h e a m p l i t u d e i n e a c h s e g m e n t 
i s r e p r e s e n t e d b y a l o o p l i k e a s e m i c i r c l e . 

W e s u p p o s e t h a t a l o n g t h e g t h s e g m e n t I m T+(E') 

i s r e p r e s e n t e d b y [1 — sg(E')2]112 X c o n s t a n t w h e r e 



Sq(E) i s a n a l y t i c w i t h i n t h e s e g m e n t a n d i s o f 

m o d u l u s u n i t y a t i t s e x t r e m i t i e s . U p o n e x p a n d i n g 

sq(E) a b o u t t h e c e n t e r E°q o f t h e s e g m e n t a n d k e e p -

i n g t h e first t w o t e r m s , w e g e t i n v i e w o f t h e 

s t a t e d r e q u i r e m e n t s : 

*ff (E) = 2 (E- E°q)l(Eq+1 - Eq). (20) 

T h e b r a n c h - c u t i n t e g r a l c a n b e r e d u c e d t o t h e 

t a b u l a t e d i n t e g r a l 6 

i | V ^ = ± e + ( „ _ i ) V 1 ( 2 1 ) 

- l 

s o t h e d i s p e r s i o n r e l a t i o n g i v e s ( o m i t t i n g p o l e 

t e r m s ) 

T + ( E ) = 2 i r ^ E - { ± + - ^ 

Q -C/g+1 

(22) 

w h e r e Qq i s a s e g m e n t " s t r e n g t h " g i v e n b y 
Eq+l 

Qq = ~ [ Im T+{E') dE'. (23) 
" Eq 

F o r a u n i f o r m - a b s o r p t i o n m o d e l r e p r e s e n t e d b y 

t h e p o t e n t i a l 

U{E',R)=U'{E',R) + iU"{E') (24) 

w h e r e t h e s e g m e n t p a r a m e t e r s a r e d e t e r m i n e d b y 

t h e r e a l p a r t U', t h e a m p l i t u d e f o r e n e r g y E' i s 

o b t a i n e d f r o m E q . ( 2 2 ) b y i n s e r t i n g 

E = E' + i U"(E'). 

A s t h e a b s o r p t i v e t e r m U" b e c o m e s l a r g e , t h e 

e x p r e s s i o n f o r t h e a m p l i t u d e b e c o m e l e s s s e n s i t i v e 

t o d e t a i l s o f t h e f o r m o f v a r i a t i o n o f I m T+(E') 

w i t h i n e a c h s e g m e n t . T h u s E q . ( 2 2 ) m a y b e v i e w e d 

a s a s t r o n g - a b s o r p t i o n f o r m u l a . I n t h e l i m i t i n 

w h i c h U"(E') i s m u c h l a r g e r t h a n a n y s e g m e n t i n 

t h e v i c i n i t y o f E', E q . ( 2 2 ) r e d u c e s t o a s t r o n g -

a b s o r p t i o n f o r m u l a e s s e n t i a l l y e q u i v a l e n t t o t h e 

r e s u l t o b t a i n e d b y S L A T E R 7 f o r t h e t w o - b e a m 

c a s e 1 : 

T+(E) = I e t 1 ~E- <25> 

T h e S l a t e r - t y p e s t r o n g - a b s o r p t i o n f o r m u l a , E q . 

( 2 5 ) m a y b e o b t a i n e d d i r e c t l y f r o m t h e d i s p e r s i o n 

r e l a t i o n b y r e p r e s e n t i n g I m T+(E') w i t h a s e t o f 

d e l t a f u n c t i o n s l o c a t e d a t t h e s e g m e n t c e n t e r s . 

T h e f o r m u l a p r o p o s e d h e r e , E q . ( 2 2 ) , c o n t a i n s t h e 

s a m e n u m b e r o f p a r a m e t e r s a s d o e s E q . ( 2 5 ) , b u t 

a n i m p r o v e m e n t m a y b e c l a i m e d o n t h e g r o u n d 

t h a t a l o o p l i k e a s e m i c i r c l e is a m o r e r e a l i s t i c 

r e p r e s e n t a t i o n o f t h e f o r m o f I m T+(E') w i t h i n a 

s e g m e n t t h a n i s a d e l t a f u n c t i o n . I n f a c t w e e x p e c t 

E q . ( 2 2 ) t o b e a m o d e r a t e l y a c c u r a t e r e p r e s e n t a t i o n 

e v e n f o r a r e a l p o t e n t i a l ( n o a b s o r p t i o n ) . 

T o e x a m i n e t h e p o s s i b i l i t y o f r e p r e s e n t i n g 

a m p l i t u d e s f o r a r e a l p o t e n t i a l b y E q . ( 2 2 ) , w e 

h a v e a p p l i e d i t i n a n a t t e m p t t o d u p l i c a t e t h e 

c o m p u t e d a m p l i t u d e s h o w n i n F i g u r e 3 . T h e 

b r a n c h - p o i n t l o c a t i o n s a n d s t r e n g t h f a c t o r s Qq 

g i v e n b y t h e e x a c t c o m p u t a t i o n w e r e u s e d , a n d t h e 

c o n t r i b u t i o n t o t h e a m p l i t u d e f r o m s e g m e n t s o u t -

s i d e t h e r a n g e o f c o m p u t a t i o n w e r e r e p r e s e n t e d b y 

a r e a l , c o n s t a n t b a c k g r o u n d t e r m e q u a l t o 0 . 2 5 . 

T h e u p p e r s i g n i n E q . ( 2 2 ) w a s a d o p t e d f o r e v e r y 

s e g m e n t e x c e p t t h e l o w e s t - e n e r g y o n e i n t h e r a n g e 

o f c o m p u t a t i o n ; t e s t s s h o w e d t h a t a n y o t h e r c h o i c e 

o f s i g n s g i v e s r e s u l t s q u i t e u n l i k e t h e c o m p u t e d 

o n e s . 

U s e d i n t h i s w a y , E q . ( 2 2 ) g i v e s a r e c o g n i z a b l e 

f a c s i m i l e o f t h e c o m p u t e d a m p l i t u d e t h r o u g h o u t 

m o s t o f t h e e n e r g y r a n g e o f F i g . 3 , b u t i t c o m p l e t e l y 

f a i l s t o r e p r o d u c e t h e s h a r p v a r i a t i o n o f a m p l i t u d e 

n e a r b r a n c h p o i n t 1 1 . W e i n t e r p r e t t h i s s h a r p 

f e a t u r e o f t h e e x a c t c o m p u t a t i o n a s a s u r f a c e - s t a t e 

r e s o n a n c e a s s o c i a t e d w i t h t h e v a c u u m t h r e s h o l d 

a t s l i g h t l y h i g h e r e n e r g y ( b r a n c h p o i n t 1 2 ) . T h e 

r e s o n a n c e i s a p p a r e n t l y " l o c k e d o n " t o t h e c r y s t a l 

b r a n c h p o i n t ( b r a n c h p o i n t 1 1 ) i n t h e w a y d e s c r i b e d 

b y G M 1 . A c c o r d i n g t o t h i s i n t e r p r e t a t i o n t h e 

e x p r e s s i o n l o r t h e a m p l i t u d e i n t h e v i c i n i t y o f t h e 

b r a n c h p o i n t E B s h o u l d c o n t a i n a t e r m o f t h e f o r m 

[a + ß ( E - £b)1/2 + y ( E - ^ b ) ] " 1 (26) 

w i t h a = T+(EB) - T°+ (EB) [T°+ b e i n g a s g i v e n b y 

E q . ( 2 2 ) ] , ß = —<X2T a n d y = [ a + ß[Ev - EB)V2]I 
(EB — EV) w h e r e EP = E'P + iEp d e n o t e s t h e 

l o c a t i o n o f t h e r e s o n a n c e p o l e . T h e b r a n c h p o i n t 11 

i s a p o s i t i v e b r a n c h p o i n t l y i n g o n a n a l r e a d y - c u t 

p o r t i o n o f t h e r e a l a x i s , s o a c c o r d i n g t o o u r d i s -

c u s s i o n i n S e c . 2 . 2 t h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t r i s 

r e a l . 

T h e r e s o n a n c e e x p r e s s i o n , E q . ( 2 6 ) , i s c a p a b l e 

o f r e p r o d u c i n g t h e a m p l i t u d e v a r i a t i o n g i v e n 

a c c o r d i n g t o e x a c t c o m p u t a t i o n n e a r b r a n c h p o i n t 

1 1 . P a r a m e t e r v a l u e s t h a t g i v e r o u g h l y t h e c o r r e c t 

l o c a t i o n , w i d t h a n d s h a p e o f t h e r e s o n a n c e a r e : 

EP - EB = - 0 . 1 4 e V , EP = - 0 . 2 3 e V , 

a r = 1 . 8 ( e V ) - i / 2 . 



F i g u r e 4 s h o w s t h e r e s u l t o f c a l c u l a t i n g t h e a m p l i -
t u d e a n d i n t e n s i t y b y E q . ( 2 2 ) , w i t h a n a d d e d 
r e s o n a n c e t e r m o f t h e f o r m o f E q . ( 2 6 ) . I n t h i s 
c a l c u l a t i o n a w a s a s s i g n e d t h e v a l u e — 0 . 1 4 a n d t h e 
m a g n i t u d e s o f t h e s t r e n g t h f a c t o r s i n E q . ( 2 2 ) w e r e 
r e d u c e d t o p r e s e r v e t h e c o r r e c t v a l u e s o f t h e Q ' s 
d e f i n e d b y E q . ( 2 3 ) ( o n l y s e g m e n t s 1 0 a n d 11 a r e 
a f f e c t e d b y t h e r e s o n a n c e ) . T h e s h a p e o f t h e 
r e s o n a n c e t e r m a l o n e i s s h o w n i n a n i n s e t i n F i g . 4 , 
t o p f r a m e . T h e o c c u r r e n c e o f a s i n g l e a s y m m e t r i c a l 
m i n i m u m i n t h e r e a l p a r t o f t h e a m p l i t u d e ( F i g . 4 
i n s e t ) c a n o n l y b e o b t a i n e d a s a c o n s e q u e n c e o f t h e 
i n t e r a c t i o n b e t w e e n t h e p o l e a n d t h e b r a n c h p o i n t , 
a n d t h i s f e a t u r e i s p r e s e n t i n t h e c o m p u t e d c u r v e 
( F i g . 3 ) . 
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Fig . 4 . T h e ampl i tude ( t op f rame) a n d intensity ( b o t t o m 
f rame) ca lculated f r o m E q . (22) w i t h an a d d e d resonance 
t e r m o f the f o r m indicated b y E q . (26) (inset, t o p f rame) . 
T h e serial n u m b e r s o f the b r a n c h po ints a n d segments are 
ind icated a n d are the same as in F igure 3. T h e parameters 
o f the ca lculat ion were chosen t o correspond t o t h e e x a c t 

c o m p u t a t i o n shown in Figure 3. 

T h e a c c u r a c y o f a r e p r e s e n t a t i o n b a s e d o n 
E q . ( 2 2 ) ( m o d i f i e d b y a n a d d e d r e s o n a n c e t e r m ) 
m a y b e g a u g e d b y c o m p a r i n g F i g . 4 w i t h t h e e x a c t 
c o m p u t a t i o n a l r e s u l t s ( F i g . 3 ) . T h e p r o p o s e d r e -
p r e s e n t a t i o n h a s t w o o b v i o u s f l a w s . I n t h e first 
p l a c e t h e r e a l p a r t o f t h e a m p l i t u d e i s t o o s m a l l a t 
t h e h i g h - e n e r g y e n d . T h i s m e a n s t h a t t h e b a c k -
g r o u n d t e r m d u e t o h i g h e r - e n e r g y s e g m e n t s i s n o t 
a c o n s t a n t a s a s s u m e d , b u t i n c r e a s e s w i t h e n e r g y . 
T h i s i s o f c o u r s e w h a t o n e w o u l d e x p e c t i f t h e 
c o n t r i b u t i o n s f r o m n e a r b y h i g h e r - e n e r g y s e g m e n t s 
w e r e p r e d o m i n a n t l y p o s i t i v e . T h e o t h e r f l a w i s t h e 
u n d u l y s p i k e y s h a p e o f t h e r e a l p a r t o f t h e a m p l i -
t u d e a n d o f t h e i n t e n s i t y c u r v e s n e a r b r a n c h 
p o i n t s 8 a n d 1 2 . T h i s c o u l d p e r h a p s b e c u r e d b y 
m o d i f y i n g t h e s h a p e o f Im T+(E') t o d u p l i c a t e t h e 
c o r r e c t s l o p e a t e a c h b r a n c h p o i n t a s g i v e n i n 
S e c . 2 . 2 . H o w e v e r , t h e p r e s e n c e o f s p u r i o u s s p i k e s 
i s a m i n o r d e t a i l b e c a u s e t h e y w o u l d b e r e m o v e d 
a n y w a y o n g o i n g s l i g h t l y o f f t h e r e a l - e n e r g y a x i s . 

I n s p i t e o f t h e d r a w b a c k s m e n t i o n e d a b o v e , i t 
s h o u l d b e p l a i n t h a t t h e m a i n f e a t u r e s o f d i f f r a c t i o n 
a m p l i t u d e s c a n b e r e p r o d u c e d b y a s i m p l e e x p r e s -
s i o n l i k e E q . ( 2 2 ) o r s o m e v a r i a n t o f i t . T h e s i g n i f i -
c a n c e o f t h i s r e s u l t m a y b e a p p r e c i a t e d i n t h e l i g h t 
o f t h e d i s c u s s i o n o f t h e t w o - b e a m c a s e i n S e c t i o n I . 
I t m e a n s t h a t f o r b a r e - s u b s t r a t e m o d e l s i t i s 
p o s s i b l e t o d e t e r m i n e t h e d i f f r a c t i o n a m p l i t u d e 
f u n c t i o n f r o m e m p i r i c a l i n f o r m a t i o n o n l y — 
d i f f r a c t i o n i n t e n s i t i e s ' a n d d a t a p e r t a i n i n g t o 
i n e l a s t i c s c a t t e r i n g — a n d w i t h o u t a p p e a l t o 
d e t a i l e d m o d e l c a l c u l a t i o n s . T h e p o w e r o f s u c h a 
p r o c e d u r e w o u l d b e e n h a n c e d i f t h e s u b s t r a t e b a n d 
s t r u c t u r e w e r e k n o w n w e l l e n o u g h t o i d e n t i f y t h e 
i n a c t i v e s e g m e n t s ( S e c t i o n 2 . 3 ) . 
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Expressions are derived for the optical potential and related mean free path as a function of 
energy in the range 20 eV to 100 keV for electrons and estimates are made of the contributions 
from the electronic excitations, thermal diffuse scattering and disorder scattering in Al , Cu and Au. 
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